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摘要 给出了代数数极小多项式近似重构的误差控制条件 , 进而基于同步整数关系探测算

法 SI R D ,得到一个从代数数近似值重构其准确极小多项式的完备的新算法 , 从而将 �采用

近似计算获得准确值 �这一思想的适用范围从有理数扩展到代数数.
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1 引 言

求解单变元多项式方程是数学领域中一个古老 �基本而内容丰富的问题. 著名的代数学
基本定理告诉我们任意一个n 次复系数单变元多项式有一个复根 , 而G al oi s 理论则指出次

数大于等于5 的代数方程没有根式解. 因此在实际应用中, 求解单变元多项式方程主要利用

数值方法 (如 N ew ton 迭代法)求得近似解. 本文主要研究这一问题的逆问题 , 即给定一个近

似值 , 找出一个准确的一元多项式, 使得给定的近似值恰好对应到该多项式的某个准确根.

称 a 为一个代数数, 如果存在尸(x) 任z [x] 使得尸(司 = 0. 称 尸(x) 为代数数 �的 极

小多项式,如果尸(x) 是 z {x] 中满足尸(a) 二0 的次数最低的本原多项式. 代数数 �的 次数
定义作其极小多项式的次数. 代数数 �的 高度 he ight (司 定义为其极小多项式 尸(x) 的 高

度 he ight (尸), 即尸(x) 系数绝对值的最大值. 现将本文所讨论的间题作如下精确描述.

问题 1 设一未知代数数 a 的次数不超过 n , 高度不超过 H . 能否从某一精度的近似

值 瓦推断出 �准确的极小多项式 ?

该问题最早由著名的理论计算机科学家 , 1995 年 Tu ring 奖获得者 M an ue lBl um 于 20

世纪 80 年代在研究伪随机序列时提出 (见 !l] ).

当 n = 1 时 , 即有理数的近似重构 , 可以通过 E uc lid 算法 阁或者连分数算法 同予以解

决.
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当n > z 时, K annan, Lenstra 和 Lov汽52 于 1954 年利用著名的LLL 算法 14{给出了第

一个肯定回答 [l] .随着 LLL 算法在计算机科学中的广泛应用, 其改进和推广也不断涌现,
如 �5一7}等. 相应地, 基于LLL 的极小多项式重构算法也得到改进, 较新的进展可以参见文

献{8}.

事实上,对于实代数数,通过整数关系探测也可以解决该问题[0] .设x = (x l,xZ, � ,x二)T 任

R � (本文所涉向量均为列向量,用黑体字母表示).称� = (7n l,7n 2, � , ��)T 0 2 �\{0 }为二的

一个整数关系, 如果 (� ,哟 = m lx: + m Zx :十� + 7n nx二= 0. 为了得到 n 次代数数 a 的
极小多项式, 文 �9}中通过整数关系探测算法PsLQ[ 10{寻找(1,a ,� ,a �)T 的一个整数关
系. 然而对于复代数数的情形 , PSLQ 算法便无能为力了. 因为对一个复数向量 , P SLQ 仅

仅能找到一组 G au ss 整数关系 [l0 一11}. 本文作者近期得到了一个同步整数关系探测的新算

法 sI R D[ �1]. 该算法能有效地找到一个非零整数向量使其同时成为 亡(1 三艺三n 一l) 个已

知实数向量的整数关系. 对一个 n 次复代数数 a ,记 二:= (1,R e(a) , � ,R e(a �))T 和 x: =

(0 ,Im (a) , � ,Im (a �))T.对二:和二:应用同步整数关系探测算法SI R D 可以得到一个整数向
量p 任z衅 �使得 (p ,x l)二(p ,二2) = �,从而得到 a 的极小多项式.

本文采用上述策略 , 得到一个解决问题 1 的完备方法. 因为整数关系探测是基于推广

的 Eud id 算法 [lz ], 所以本文的方法与已有基于 LLL 格约化的算法 [l, s] 是不同的. 然而要

从 a 的近似值推断出其准确的极小多项式 , 必须对该近似值的误差进行控制 , 才能使得到

的结果准确可信.

设a 为一个高度不超过 H 的n 次复代数数, 其近似值石满足

1lla X

1 < 乞< 几
}少一澎}三 � (1)

为了从近似值而推断出a 的精确的极小多项式 ,可以利用 sI R D 算法寻找二:= (1,R e(司 , � ,

R e( 护 )) T 和 二: = (0,Im (司 , � ,Im (砂 )) T 的一个同步整数关系 p = (po,pl, � ,纵)T �

z �+1 使得 (p ,二1)= (p ,二2)= 0.令拭x) = 艺几分,则抓司 = 0.尽管由于计算机不能精确地
乞= O

实现实数操作 , 得到的整数关系不一定满足抓司 = 0 ,但总可以保证 }抓司}很小. 本文证明

了如下定理.

定理 1 记号同上. 设多项式抓x) = E 仇护 �z !X }的高度 he ig ht (川三H .若

�<;(n+1)一,几二一,
(2)

尹(a) = O 份 .;(二).<;(几十1)一�几一二一 (3)

定理 1 指出在满足一定的误差控制条件下 (见式 (s) ), 可以通过近似值获得代数数准确

的极小多项式.这在某种意义上也意味着在此误差控制下 , 从代数数的近似值可以得出其准

确值 , 从而将 Zhan g 和 Fe ng 在 [s] 中提出的 �采用近似计算获得准确值�这一思想的适用范
围从有理数扩展到所有的代数数. 而且本文的误差控制是向下兼容的 , 即该误差控制不仅
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适合于虚代数数, 也适用于实代数数. 特别地 , 当a 为有理数时, n = 1,相应的误差控制

为la 一司< 渝百,优于[s] 中的误差控制Ia 一司< 赤 �
根据 (8)的误差控制 , 基干同步整数关系探测算法 (SI R D ), 本文给出一个代数数极小多

项式近似重构的新算法, 该算法是完备的, 确定的; 并在计算机代数系统M aP le 中实现了该

算法; 通过理论分析 �实例研究和与已有算法的比较, 可以发现本文的结果具有以下几个方

面的特点:

l) 相对于回 中方法而言, 本文的算法是完备的, 完整地解决了问题 l;

2) 误差控制条件优于已有相应的误差控制;

3) 在满足该误差控制的条件下, 本文的算法能确保输出是该代数数准确值的极小多项

式;

4) 针对较大规模的问题 , 使用本文的算法有较好的效果.

以下各节内容安排如下.第2 节简要介绍同步整数关系探测算法SI R D 及其性质;第3 节

研究误差控制并得到一个基于整数关系探测的代数数极小多项式近似重构的新算法;第 4 节

通过实例讨论本文算法的特点和应用.

2 同步整数关系探测

定义 1 设 二, = (祝1,从,2 , � ,众,二)T 任R �,乞二 1,2. 若存在非零整数向量 � =

(二1,m Z, � ,m �)T 使得

本文假设二:和二2

艺 m 声丸; = 0,则称m 为二:和 二: 的 同步整数关系.
7 一 1

是线性无关的 , 且满足

x l , 7z 一 1 x Z , n 一 1

x1 ,几 劣2月

(4)

如果不满足 , 可以对矩阵X 二(二:,二2)实施初等行变换使得 X �二(斌 ,哟)二C X 满足上式 ,

其中C 为整数么模 (行列式的绝对值为 l) 矩阵. 此时, 若 m 为 斌 和 码 的同步整数关系,

则 C T � 为 x : 和 二: 的同步整数关系. 特别地 , 若 �= �+ 盯 (I = �/万 )为 乙笋0 的代数

数 , 则对 j = o , 1, 2 , � ,有

R e(a7)

R e(�J+1)

Im (�, )

Im (�了+1)
= 乙(aZ + 乙2)了务 �,

从而 (1, R e(�), � , R e(�7))T 和 (0 , Im (a), � , Im (a , ))T 满足上述假设.

定义 2 设 二* = (x �1,从,2, � ,从,二)T 任R � , 乞一 1, 2. 将矩阵 H 任R ��(�一2) 称作

是二1和二:的超平面矩阵,如果H 的各列形成向量空间X J-- = {, 任R �:二矛, = 0,乞= 1,2}的

一组基.

设 bl, bZ, � , b �为 R � 的标准基 , 即 b, 的第 乞个分量为 1,其它分量为 0.依次对 x l,二2,

61, 62, � , 6�一: 实施标准 G ram 一Sehm idt 正交化过程后得到 x士,二鑫, b亨, b茎, � , b二_2. 由 二, ,

x: 满足 (4) 易知 n x (n 一2)矩阵 (试 ,醚, � ,试一2)就是二:和二: 的一个超平面矩阵, 记
为万x .
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定理 2 若对任意二:和二:的同步整数关系 � 和任意整数么模矩阵 A , 均存在一个正交

阵Q : R (n 一2)x(n 一2) 使得 H = AHx Q 是一个下梯形矩阵, 且每个对角元 气; 笋 �, 则

1

� 三1lla X

1三了三�一2
}勺 �112, (5)

其中}�}2一了{而而 为m 的2一范数.
定理2的证明思路与!10] 中定理l类似, 在此不再赘述.但应当指出的是上述定理提供

了一条探测同步整数关系的途径:若能够以左乘整数么模矩阵, 右乘实正交矩阵的形式对超

平面矩阵对角元的模进行约化, 则不等式 (5) 给出了任意二1和二: 的同步整数关系 2一范数

的一个不断增加的下界. 而另一方面, 如果二1和二2存在同步整数关系, 那么这个下界便不

会无限制的增加.

定义 3 设 H = (h 七;) 任R �x(卜2)满足 气 , 兴 �且对 j > 乞, 有气, = 0. 初始化 D =

(氏, )为 n 阶单位阵 In . 对 落从 2 到 n , J 从 m in{ 乞一1, n 一2} 到 1 (步长为 一l) , 令 q :=

{气7/气月(距h,,;/气, 最近的整数):对无从1到n,令d �,�:= d:,�一q再,�.此时,更新H :二D H .

若 hn 一,,二一: = O 且瓜 ,�一: 兴�,则交换D 和H 的最后两行.称H 为原矩阵的广义H er m it e约

化 , D 为原矩阵的 广义 H er m ite 约化矩阵.

显然 , 定义 3 中的矩阵D 为一个整数么模矩阵, 于是广义 Her m ite 约化便是一种约化

超平面矩阵的恰当方式 , 依此可以得到一个探测同步整数关系的迭代算法 SI R D .

算法1(S IRD) 输入: X 一(�, , �2)任� ��2 满足(4),参数:>湍和M > ��或者输
出二1,二: 的一个同步整数关系 , 或者断言 x 不存在 2一范数小于 M 的同步整数关系.

sl :计算超平面矩阵刀欠.初始化 H := H 无, B = 入.

52:计算 H 的广义 H er m ite 约化矩阵D .令 X T := X TD 一�, H := D H , B := B D 一�.

53:迭代.

53 1: 选择: 使得丫}陈,二}全护}气:}(1三乞三n 一2).交换 H 的第 r行和第 :+ 1 行, 交

换 x T 和 B 的第 : 列和第: + 1列.

53 2: 若上一步选择的r < n 一2,则 H 便不再是下梯形的, 此时对 H 作 LQ 分解 (等价

于对 H T 作 Q R 分解), 更新 H 为分解后的下梯形矩阵.

53 3: 计算 H 的广义H er m ite 约化矩阵 D .令 x T :二x TD 一�, H :二D H , B := B D 一�.
534: 计算G :=

._哪 x _ !hJ,:}盟 .若 G > M , 则断言X 不存在 2一范数小于 M 的同步整数

关系.

53 5: 若 X T 的第 , 列为 �,则输出B 的第 , 列;若 帆一2,二一: = 0 ,则输出B 的第n 一2列.

定理 3 若 二1,二: �R �存在同步整数关系 , 则 SI R D 算法一定能找出一个同步整数关

系二 ,且

J10 11: 三守�一2入(x ), (6)

其中入(X)为二, �的同步整数关系具有的最小2一范数, :> 去�
注 1 若二1, xZ �R �存在同步整数关系 , 则在算法 1 中令 M 全7 �一2从X )即可. 该算法

保证了输出同步整数关系的 2一范数总小于或等于 M .
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定理3前一部分的证明可参考文献!n },此处只简述式(6)为何成立.

迭代输出的同步整数关系. 可以证明 �{l: = 石蔽六九雨;按照531

设 � 是经过 k+ 1次

中 : 的选取又知:

当r = �一2 时, m ax }伪,, (哟}三守�一2}h,一2,�一2(劝1.从而由定理 2 得

入(X )全
1

m ax }h乳, (k)}

守2一几

{h�一2,�一2(k)} = 守� � �}}� 112

SI R D 算法构造的超平面矩阵为一个实矩阵 , 算法中的矩阵 B 和 D 的元素均不会有虚数

出现 , 从而克服了PSLQ 对复数向量仅能输出G aus �整数关系的不足. 至此 , 复数向量 �=

(vl,vZ, � ,vZ)T 的整数关系便可以由sIR D 算法探测 �的实部向量(R e(vl),R e(:2), � ,Re (vZ))T

和虚部向量 (Im (vl),Im (:2), � ,Im (vZ))T 的同步整数关系得到.

例 1 设 a 二2 + 办 1. 欲求 a 在侧x] 中的极小多项式尸 一4x + 7.取 a 的四位有

效数字的近似值西 = 2.000 + 1.732了. 于是得到二: = (1, 2 , 1)T , �: = (o, 1.732, 6.928)T .

对 �1, �: 运行 sI R D 算法 , 仅需要两次迭代就可以得到一组 �1, �2 的同步整数关系. 迭代过

程中的矩阵 B 如下
��龟..les扭�/1.

一.土

120n曰n11

一1 一1

7 O

一4 0

了/了叮..........�����t........夕/产

显然后一个矩阵的第一列即为所求. 若只取三位有效数字, 则SI R D 算法通过 3 次迭代后输

出 (1213 ,一693 ,173)T ,这组输出尽管是 (1,2 , 1)T 和 (O ,1.73 ,6.93)T 的同步整数关系 , 但不再

是 (1,a ,a �)T 的整数关系. 因此为了近似重构代数数的极小多项式 , 必须对误差进行控制.

3 误差控制

本文近似重构n 次代数数极小多项式的基本思想是: 探测 (1,而, � ,而�)T 的一组整数关

系 (p�, pl, � ,p �)T 任z �+1 (当 �为实代数数时用P sLQ 算法 [l0 };当 a 为虚代数数时用上一

节介绍的sIRD算法),使得;(x)一全;:x�满足}p(二)}一0.利用定理:便可以保证该多项式
就是a 的极小多项式. 为证定理 1,需做如下准备.

引理 1 设 f 是一个 n 次单变元多项式. 若

E �n �height(f).

证 设 f = 艺 九护.则

1lla X

1 < z < n
}夕 一澎}三 :, 则 }f( a) 一f( 而)! 三

,�(a)一�(司�一�薯关�夕
定义 4 设 m 次多项式 g = 艺 g声�任

一)���一 (�,�
z [x] 的所有复根为 21,匆, � , :二. 定义 g 的

M ahler度量 为

M (g)一�In1fl max{1,z:,}}
了= 1
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代数数 a 的 M ahl er 度量定义为其极小多项式的M ahl er 度量, 记为M (a) .

引理 2[la ] 设al,aZ, � ,a �为次数分别为dl,dZ, � ,d�的代数数.令 D = 险(a 1,aZ, � ,

a �):
0, 贝l

Q ].设 p 任洲xl,xZ,一 ,场}关于x�的次数不超过从 (1三h 三的.若尸(al,aZ, � ,a �)并

q 一 ,

}尸(al,aZ,� ,a �)l 全11尸日;一 11 M (a �) 己� ,
h = 1

其中}}尸}l:表示尸的1一范数,即所有系数绝对值之和.

对任意的多元多项式尸: z[x 1,xZ, � ,场l,若尸(al,aZ, � , aq)尹O,则上述引理给出了

一个关于 }尸(a l�aZ, � ,a �)}的下界. 若将其应用到剐x] 中的多项式, 则得到

推论 1 设 a 为一个 ��次的代数数, 抓x) = 冗爪xz 任z[x] ,且 �和拭x) 的高度均不超
乞= O

过 H .若夕(a)并O,则 }夕(a)}全(m + 一)一(�o一1) �(n �+ l)一晋 �万一(m + �o一1).

证 由引理 2 得

}或a)l 到1011 {一��M (a) 一,

全((� + 1)height (�))�一�oM (a )一饥

全((二+ 1)heig玩(�))�一��((n�+ l)合height(a))一 , (7)

a 和 斌幻的高度均不超过 H ,结论得证. 其中 (7)中的第 2个不等号是因为he ig ht (功三

兰(二+ l)height (�), 第 3 个不等号是由Landau 不等式 [�4]对(a )三4净}}: 及 height沙)三

: �爪耳万height沙)得到的,其中, 一党,*x乞:z!刘为�的极刁�多项式, JJpJJZ表示其:-

即.外一(立动��证毕

由111数加范再脑腼

定理 1 的证明 必要性由 }抓司} = l域司 一可a) }三 � �n. H 易得; 由 l抓a) l一}抓司{三

, (�)一夕悔)}知 , (a )! � }户沛)}+ : n ,万< (n + z)�一号�万卜2�, 从而由推论 1 得夕(a) = o, 充
分性得证. 证毕.

定理 1保证了能够通过近似值瓦得到其对应准确值的极小多项式. 结合 (2)和 (6), 并

令守二2 便得到基于整数关系探测算法近似重构代数数极小多项式的误差控制条件.

推论 2 设 a 和而意义同上, 且满足

1嘿 Ja �一石�J< m ax{2一2� �+ ��(n + l)一号�, 2一�+2几(n + 1)一,几} �H 一2� (8)

则对 乞一1, 2 , � ,n ,一个石一(1,石, � ,澎)T 的高度不超过 2 �一2了万不丁H 的整数关系一定同

时是 �= (1, a , � , Q , )T 的整数关系.

证 取最大值的两个部分是分别将 (2) 中的H , 定理 1 中的抓x) 和推论 1中或x) 的高度

的上界 H 替换为 2 �一2诺不再 H 得到的. 证毕.

推论 2并未保证 �的一个高度不超过 2�一2�寿i丁丁H 的整数关系一定同时是万的整数关

系. 即通过上述误差控制 , 利用算法 1并不能保证得到 万的高度不超过 2�一2 �瓜不~rH 同步
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整数关系. 但是由定理 1, 对某一个 乞任{1,2, � ,n} 一定存在高度不超过 2n 一2了五耳万H 的

一组向量 p ,使得

为田l(石,p )}< 占,

其中 �一2一Zn,+5 �一�(�+ 1)一孙+号H 一2几+ �.比如 , a 极小多项式的系数向量便满足上式.

了找出这样的整数向量 , 需要对算法 1 的 535 作如下调整 , 得到算法 ll:

5351: 记XT的第�列为(劝 �若.肠1,和}肠2}同时小于斋则输出�的第,列;
若 标一2, �一:= 0 ,则输出B 的第 n 一2 列.

基于上述分析 , 在 (s) 的误差控制下 , 对实代数数用改进的PSLQ 算法网,虚代数数用

算法 11 便得到一个解决问题 l 的完备算法.

算法 2 输入: 未知代数数 a 的满足 (s) 的近似值而, a 次数的上界 n 和高度的上界 H

输出: a 的极小多项式.

E l: 对 坛从 1到 n 循环

E n :构造向量二:= (1,瓦, � ,澎)T .

E 12 :令 M = 2n 一�石万丁H .以二, M 为输入调用整数关系探测算法 PSLQ 或算法 1� .

E 12 1:若整数关系探测算法输出向量 (p�,p:, � ,跳)T , 则输出多项式 E 外护 的本原

部

分.

定理 4 设一未知代数数 a 的次数不超过 n , 高度不超过 H . 若 a 的近似值吞满足 (s) ,

则算法 2 将正确输出 a 准确的极小多项式.

证 设 a 的精确次数为Tt �(三司, 当算法 2 中的艺< n �时 , 不可能有输出. 假设此时有

输出. 这意味着整数关系探测算法返回了一个高度不超过 M 一2 �一�功不再 H 的的整数向

量 , 并且满足 (9).而由这两点 , 结合误差控制条件 (s) 便可以得到该输出就是准确的极小

多项式 , 与 乞< n �矛盾. 当乞= n �时 , 算法 2 一定能返回正确的极小多项式. 这是因为定

理 3 作相应调整后对算法 1� 仍然成立: 若满足 (9)的 p 存在 , 则算法 1� 一定能找到. 所以

对 石= (l,西, � ,砂 �)T ,算法 l� 一定会输出一个整数向量. 若h �一2,�一:一0 ,则输出是 石的整

数关系;否则输出的整数向量满足 (9).尽管这个整数向量可能不是石的整数关系, 但在 (s) 的

误差控制下定理 1保证了它必定是 (1, a ,一 , a � �)T 的整数关系. 所以, 从该整数向量必能得

到 �准确的极小多项式. 证毕.

4 数值结果

值得注意的是上述正确性和终止性都是在精确的实数计算模型意义下得到的. 在计算

机实现时 , 由于涉及实数操作 , P SL Q 算法 , SI R D 算法以及本文的算法 2 不能得到精确

实施 , 但可以使用高精度的程序包 , 如 A R P R E C[ �5], G N u 高精度算法库 邓]等. 通用的商

业计算机代数系统 M aP le 和 M at he rn at ica 都支持高精度的运算. 本文作者在计算机代数系

统 M ap le l3 中实现了 SI R D 算法和算法 2, 开发了si rd 程序包.

算法 2 的实现中, 涉及到实代数数的处理时 , 直接调用M aP Ie 13 自带的 P SLQ 命令; 由

于采用高精度运算, 只能保证对 �一(1,而, � ,澎)T 探测近似的 (同步)整数关系, 即可以求出
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一组整数向量p = 沙�,pl,pZ, � ,p:)T ,使得(�,娜 充分接近于 �为了进一步保证程序输出的
正确性,在得到整数关系p乞后, 程序中还利用式(3)中对应的条件(H 替换为2 � �Zv偏不万IH )
作为判断其是否确为而所对应的准确极小多项式系数的依据.

本节所有的数值实验都是使用 ZG B 内存, A M D At hl on TM 775 0 处理器 (2.70 G H z) 的

机器在 W indow �x P 下用 M aple 13 计算出来的.1

例2阁设 �为一未知的正有理数,即次数为1的代数数,其分母绝对值的上界为H 二17 0.

此例中分母的上界骼是该有理数高度的上界.首先(s) 给出的误差控制为::渝 一赢 �
在此误差控制下通过某种数值方法得到该有理数的一个近似值而= 0.8106335868, 在计算过

程中将精度设置为一口09 1�(赢 )�一5位,执行下面的命令
�> read sird:D igits := 一floor (evalf (109 �101(s甲t(2)/57800)));

!> f := E xaetM inim alpolynom ial(0.8106335868, 1, 170):

输出 f := 一137 + 169 *一 ,即a 的极小多项式 , 其中命令 ExaetM inim alPolynom ial是sird 包

中对算法2的实现. 由此得出a 的准确值为瓷.运行
!> f:= E xaetM inim alP olynom ial(0.81063, l, 170):

同样输出f :一 13 7+ 169*J ,而运用[s] 中的算法对近似值:一�.81 063 仅仅能够返回撰.
这再次说明了本文误差控制条件的优势.

注 2 当 a 是有理数时, [s] 中的算法只需知道分母绝对值的上界, 而本文中的算法需

要知道该有理数高度的上界 , 即分子分母绝对值的最大值的上界. 在实际应用时 , 若只知道

分母绝对值的上界, 则将得到的近似值分成整数部分和小数部分, 然后对小数部分应用算

法 2 将其恢复成准确值即可. 由于整数部分本身就是精确的 , 因此结果仍是精确的.

注 3 此例中若将 Di gi ts 设成一个小于 5 的正整数 , 则不能返回准确结果. 这说明 (s) 的

误差控制在转化成精确十进制表示时是比较精确的. 另外 , 若将 Di gi ts 设成一个大于 5 的

整数 , 则对应的近似值也需提高到相应精度才能保证结果的准确性.

在引言部分已经提到 , 利用LL L 算法也可以解决问题 1.计算机代数系统 M ap le 13 已经

集成了该功能 , 即 Polynom ial肠01�包中的 M inim alP olynom ial命令. 但是其实现方法并不

能保证得到该代数数的极小多项式 , 而仅仅能够得到一个以该近似代数数为根的整系数多项

式.为了将本文算法和基于 LLL 的算法进行比较, �i记程序包中也包含了一个基于 SI R D 的

与 M inim alpolynom ial命令具有相同功能的命令 M inipoly.

例 3 设a 二寻百豆+ 析 .易知其次数为 30 .若想求得a 的极小多项式, 可以采用算法 2通

过其近似值重构获得. 经试验 , 当 Di gi ts: = 30 0 时 , 算法 2便能保证输出正确结果.通过某种

近似计算方法得到一个 �的具有 300 位准确十进制表示的近似值 a 一3.2552587848233. 二,

并运行如下命令

{> D igits := 300: p一SIR D := M inipoly(a, 30):

经过 9.718 秒的运算 , 最终输出的多项式 p一SI R D 是一个 30 次的不可约多项式 , 经验证确

为 a 的极小多项式. 而运行 M ap le 13 中自带的命令

!> p olynom ialTo ols:一M inim alpolynom ial(a, 30);

1 �程序和例子可以通过访问http://eid一5dbb 16a2lle63a9b刀ffi ee. live � om /self.as px/.publie/M inipolyjar得
到.
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经过 9.218 秒的运算 , 输出一个错误的多项式. 这并不是M ap le 13 的失误 , 而是由其算法本

身需要的高精度导致的. 若将 Di gi tS设为 398 , 则 M ap le 13 自带的命令经 13 .71 9秒获得正

确的结果.

经多次试验发现 , 当 D igits 不大时 , M inip oly 的运行时间略长于 M inim alp olynom ial.

但当 Di gi ts较大时, 如例 3 所示 , 算法 2 运行时间更优. 因此算法 2 对较大规模间题有较好

的效果. 例如利用 M ini P oly 命令可以成功地从代数数 31/ �一I* 2 �/7 的近似值重构出其准确

的极小多项式 , 其次数为 54 , 高度为 3029254676588448 �

算法 2 可以应用到有理数域上的一元多项式因式分解. 其基本思想是先求出待分解多

项式的一个适当精度的近似根 , 然后利用算法 2 可以得到该根准确的极小多项式 , 而该极小

多项式就是原多项式的一个因子. 对原多项式除以该因子后得到的多项式重复以上过程 , 直

到得到原多项式完全的不可约分解. 尽管该方法并不新颖 , 效率也不比现有的分解算法高 ,

但该方法的中间步骤都采用近似计算 , 输出结果却是精确的. 因此, 仍不失为一个符号和数

值混合计算 [lv }的成功案例.

例 4 采用上述策略分解一元整系数多项式

夕= 3 6 50 + 6 7 4 5 一x 6 一 11 85 一x s 一 59 7 3 一x 3 + 1 0 0 9 4 _万 2 一 79 16 一x

+ 4 6 0 1 _x 4 + 4 2 0 0 _x 10 + 5 6 0 _x g 一 6 26 3 _x 7 + 4 6 5 0 _x s.

该多项式无实根 , 因此 �9}中的分解方法不再奏效. 首先运行如下命令

�> D igits := 51: a := fs olve(g, 一, eom plex)�1}:
得到夕的一个复近似根 , 然后调用 sird 包中的 ExaetM inim alP o一ynom ial命令

!> n := EXactM inim alp olynom ial (a , 10 , 256*90106990 �(1/2)):

便得到该近似根对应的准确极小多项式 50 一42 一x + 40 一x Z+ 7一x �十10 一x � + 75 _x �, 它自
然是 g 的一个不可约因子 , 其中256 甲尹丽而丽丽 为该近似根对应的准确代数数高度的上界 ,

是利用M igno tte界[la }得到的�再通过多项式除法得到六一56 一X4+ 62 一X �一97 一X + 73 三

一X 4 + 2一X Z+ 3一X + 3m od s 不可约 , 从而完成在有理数域上对 g 的因式分解.

5 结论和展望

对任意的复代数数 , 本文在其近似值和准确的极小多项式之间建立了一座桥梁. 在已

知某代数数次数和高度上界的情形下, 只要预先得到该代数数的一个满足 (s) 的近似值 , 算

法2 便能有效地给出该近似代数数的准确值的极小多项式. 这便有力地推动了 �采用近似计

算获得准确值�这一问题的研究, 使其适用范围扩大到任意的代数数. 并且本文的算法可以

应用干因式分解等诸多实际问题中去.

然而 , 由于本文算法的实施采用了高精度的浮点运算 , 尽管有大量的实验数据说明本文

算法在数值方面表现良好 , 但是对算法的数值特性和位复杂度还缺少理论层面的分析.
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